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Àííîòàöèÿ Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ãàçîäèíàìèêè íà ìíîãîïðîöåññîð-
íûõ êîìïüþòåðàõ. Ðåøåíèå ñèñòåìû ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ñõåì âû-
ñîêîé ðàçðåøàþùåé âîçìîæíîñòè òèïà TVD (Total Variation Diminishing). Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-
âàíèå îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúå-
ìîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè ðàâíÿëñÿ
4096*1024*1024 4.295 ìèëëèàðäà ÿ÷ååê. Ðàñ÷åòû íà áîëüøèõ ñåòêàõ òðåáóþò äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷å-
ñòâà îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Â ðàáîòå áûëà èñïîëüçîâàíà òåõíîëîãèÿ
ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ OpenMP.

1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óäàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêà ãà-
çà ïîíèæåííîé ïëîòíîñòè ñ óäàðíîé âîëíîé. Èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷àì ñâÿçàí ñ ðàçëè÷íûìè ïðàêòè÷åñêèìè
ïðèëîæåíèÿìè: ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññîâ òóðáóëåíòíîãî ãîðåíèÿ â ïðÿìîòî÷íûõ âîçäóøíî-ðåàêòèâíûõ äâè-
ãàòåëÿõ (ÏÂÐÄ), ìîäåëèðîâàíèåì áåçîïåðàöèîííîãî óäàëåíèÿ êàìíåé â ïî÷êàõ (ëèòîòðèïñèÿ) â ìåäèöèíå, ïðè
èçó÷åíèè ýôôåêòîâ ñîíîëþìèíèñöåíöèè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷ àñòðîôèçèêè è ò. ä. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ óêàçàííûõ ïðîöåññîâ èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå, íî òåõíè÷åñêè òðóäîåìêî è íå ïîçâîëÿþò âû-
ÿñíèòü òîíêèå ïîäðîáíîñòè ïðîèñõîäÿùèõ ïðîöåññîâ, òàêèõ êàê âîçíèêíîâåíèå è ðàñïàä âíóòðåííèõ âîëí,
èíäóöèðîâàííûõ óäàðíîé âîëíîé âèõðåé è äðóãèõ ýôôåêòîâ. Äëÿ ñîçäàíèÿ äâèãàòåëåé äëÿ ïåðñïåêòèâíûõ
ãèïåðçâóêîâûõ àïïàðàòîâ íåîáõîäèìî äåòàëüíî èññëåäîâàòü ïðîöåññû òóðáóëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ êîì-
ïîíåíò òîïëèâà ñ îêèñëèòåëåì [1]. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ ïðîöåññîâ íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ
êîìïüþòåðàõ ïîçâîëÿåò ïîäðîáíî èññëåäîâàòü îñîáåííîñòè ïðîèñõîäÿùèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Â àñòðîôè-
çèêå ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíûõ âîëí, îáðàçóþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå âçðûâîâ ñâåðõíîâûõ
çâåçä, ðåëÿòèâèñòcêèõ âûáðîñîâ ñ ìîëåêóëÿðíûìè îáëàêàìè ìåæçâåçäíîãî è ìåæãàëàêòè÷åñêîãî âåùåñòâà [2].
Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèñõîäèò ôðàãìåíòàöèÿ è êîëëàïñ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ, ÷òî ïðèâî-
äèò ê ôîðìèðîâàíèþ íîâûõ çâåçäíûõ è ïëàíåòíûõ ñèñòåì.

Äëÿ äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî ïîäðîáíóþ ñåòêó. Â
äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ñåòêå 4096*1024*1024. ×èñëî
Ìàõà ïàäàþùåé âîëíû ìåíÿëîñü îò 2.5 äî 3.0, ÷èñëî Àòâóäà ðàâíî At=0.9334.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíîé âîëíû ñ ïóçûðüêîì ãàçà ïîäðîáíî èçó÷àëîñü
ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè [4, 5]. Áûëî îáíàðóæåíî îáðàçîâàíèå ìíîæåñòâåííûõ âèõðåâûõ êîëåö. Â ðàáîòå [6]
ïðîâåäåíî òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñ áîëüøèì ðàçðåøåíèåì, äëÿ çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðåê
� óäàðíàÿ âîëíà. Áûëè îòìå÷åíû ýôôåêòû ïîÿâëåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè è íåîñåñèììåòðè÷íîñòè.

Âçàèìîäåéñòâèå óäàðíîé âîëíû ñ ãðàíèöàìè ðàçäåëà ãàçà ñ ðàçëè÷íûìè ïëîòíîñòÿìè ïðèâîäèò ê âîçíèê-
íîâåíèþ íåóñòîé÷èâîñòè Ðèõòìàéåðà � Ìåøêîâà è çàòåì, ê âîçíèêíîâåíèþ òóðáóëåíòíîìó ïåðåìåøèâàíèþ.
Òàêîé ïðîöåññ ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ñìåøèâàíèå îêèñëèòåëÿ ñ òîïëèâîì â êàìåðàõ ñãîðàíèÿ äâèãàòåëåé [7].
Ïðîõîæäåíèå ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû ÷åðåç êðèâîëèíåéíûå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ðàçäåëÿþò âåùåñòâà ñ ðàç-
ëè÷íûìè ïëîòíîñòÿìè, âûçûâàåò áàðîêëèííûé ýôôåêò, êîòîðûé ñâÿçàí ñ ðàçíèöåé ìåæäó ãðàäèåíòàìè äàâ-
ëåíèÿ è ïëîòíîñòè [8, 9].

Ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ýòèõ íåóñòîé÷èâî-
ñòåé íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä [6, 10, 11]. Áûëî îòìå÷åíî, ÷òî íà ãðàíèöàõ, íàáëþäàëàñü äåôîðìàöèÿ è
íåóñòîé÷èâîñòü ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
áîëüøèíñòâî ðàáîò ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ âûïîëíåíû â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå è ñ íå î÷åíü áîëüøèì



Ðèñ. 1: Òåñòîâûé ðàñ÷åò, ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè äëÿ òðåõ ìîìåíòîâ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè

ðàçðåøåíèåì, òåì íå ìåíåå îíè ïîçâîëèëè óÿñíèòü íåêîòîðûå âîïðîñû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó óäàðíûìè
âîëíàìè ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè è ïóçûðüêàìè ïîíèæåííîé ïëîòíîñòè.

Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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çäåñü U âåêòîð êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, Fx, Fy and Fz - ïîòîêè. Â óðàâíåíèÿõ (1) äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà,
âåêòîð U çàïèñûâàåòñÿ òàê:

U = (ρ, ρvx, ρvy, ρvz, ρE)T , (2)

Fx = (ρvx, ρv
2
v , ρvxvy, ρvxvz, ρE + p)T (3)

Çäåñü v = (vx, vy, vz)
T êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè E = |v|2

2 + p
(γ−1)ρ ýíåðãèÿ, ρ - ïëîòíîñòü è p � äàâëåíèå.

Ïîòîêè Fy è Fz îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (2).

2.1 Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëèïèïåä ðàçìåðàìè Sx = 0.4096, Sy = Sz = 0.1024 m. Ðàçìåðû
ÿ÷ååê dx = dy = dz = 0.0001 m. Ðàäèóñ ïóçûðüêà ðàâíÿåòñÿ R=0.0128 m è åãî öåíòð ðàñïîëîæåí â òî÷êå
ñ êîîðäèíàòàìè xc = 0.1493, yc = zc = 0.0512 m. Íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàþòñÿ
óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî ïðîòåêàíèÿ. Íà îñòàëüíûõ ãðàíèöàõ ðåàëèçîâàíû óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêà ñ óäàðíîé âîëíîé äåëàåòñÿ ðÿä äîïóùåíèé. Ðåàëüíàÿ
óäàðíàÿ âîëíà èìååò êîíå÷íóþ òîëùèíó, åå ïîâåðõíîñòü íå èäåàëüíî ïëîñêàÿ, óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ãàçà
â îêðóæàþùåé îáëàñòè è â ïóçûðüêå îòëè÷àþòñÿ. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõ ìîëåêóëÿð-
íîé ìàññû è ñîîòíîøåíèÿ òåïëîåìêîñòåé γ. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì ãàçå ñóùåñòâóåò ñâîÿ ñêîðîñòü çâóêà,

ðàâíàÿ ai =
√
γi

pi

ρi
, i = 0, 1, (i = 0 äëÿ îêðóæàþùåãî ãàçà, i = 1 äëÿ ïóçûðüêà). Ñîîòâåòñòâåííî è ÷èñëà Ìàõà
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Ðèñ. 2: Øëèðåí ôîòîãðàôèè ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíîé âîëíû ñ ïóçûðüêîì ãàçà â ìîìåíòû âðåìåíè t=0.0 (a)
è t=0.0 (b)

Mi = ui/ai äëÿ ýòèõ ñðåä áóäóò îòëè÷àòüñÿ. Òåì íå ìåíåå, â ðàáîòàõ [?, 4] ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëè÷èå â òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðàçíûõ ãàçîâ è ðàçëè÷èåì â ïîêàçàòåëÿõ γ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è èñïîëüçîâàòü
ìîäåëü ñ îäíèì ïîêàçàòåëåì γ = 1.4.

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü ýòèìè ðàçëè÷èÿìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðèâåäåí-
íûå âûøå âåëè÷èíû îäèíàêîâû, êàê â îêðóæàþùåì ãàçå, òàê è â ïóçûðüêå. Èçó÷àòü çàäà÷ó âçàèìîäåéñòâèÿ
óäàðíîé âîëíû ñ ïóçûðüêîì ãàçà áóäåì â ýéëåðîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýéëåðîâûå ñõåìû
õîðîøî ðàáîòàþò â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. èì ñâîéñòâåííû íåêîòðûå íåäîñòàòêè, ñâÿçàííûå ñ
âîçìîæíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé íà ôðîíòàõ óäàðíûõ âîëí è íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ãàçîâ
ñ ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòüþ. Êðîìå òîãî, çàòðóäíèòåëüíî ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû äëÿ ãàçîâ ñ ðàçëè÷íûìè ãàçîäèíà-
ïè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â îäíîé ÿ÷åéêå.

3 Îáåçðàçìåðèâàíèå

Ïðèâåäåì ñèñòåìó òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì êàæäóþ
ôóíêöèþ â âèäå f = f0f

′
. Çäåñü f

′
� áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, à f0 � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé ðàçìåðíûé

ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü. Â êà÷åñòâå òàêèõ ìàñøòàáíûõ ìíîæèòåëåé èñïîëüçóþòñÿ õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû,
ó÷àñòâóþùèå â çàäà÷å. Âñå âåëè÷èíû îáåçðàçìåðåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t = t0t
′
, x = x0x

′
, u = u0u

′
, v = v0v

′
, w = w0w

′
, p = p0p

′
, ρ = ρ0ρ

′
, e = e0e

′
.

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ìàñøòàáíûõ ìíîæèòåëåé ìîæíî ïðèâåñòè âû÷èñëåííûå
âåëè÷èíû ê ðàçìåðíîìó âèäó.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàçìåðíûìè è áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè â áîëüøîì äèàïàçîíå âîñ-
ïîëüçóåìñÿ çàâèñèìîñòüþ ìåæäó õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè è ñêîðîñòüþ çâóêà [6]. Íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä
îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ÷èñëà Ìàõà M, íà÷àëüíîãî ðàäèóñà ïóçûðüêà
R è ñêîðîñòè çâóêà ñ â îêðóæàþùåì ãàçå t0 = R

Mc . Ñêîðîñòü çâóêà äëÿ âîçäóõà ïðè 200C ðàâíà ñ=334 ì/ñåê,
ïëîòíîñòü ρ = 1.163kg/m3. Òîãäà íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü t0 = 1.53 · 10−5 ñåê = 0.0153ìñåê.



(a) (b)

Ðèñ. 3: Øëèðåí ôîòîãðàôèè ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíîé âîëíû ñ ïóçûðüêîì ãàçà â ìîìåíòû âðåìåíè t=0.0 (a)
è t=0.0 (b)

4 Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Ñîâðåìåííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ âîçíèêëè íà áàçå ïðîòèâîïîòîêîâûõ ñõåì, ïðåäëî-
æåííûõ Ñ. Ãîäóíîâûì [13]. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãîäóíîâà òîëüêî ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñîõðàíÿþò
ìîíîòîííîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ îñöèëèðóþùèìè.

5 Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ íà áîëüøîé ñåòêå òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.
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